PRIMZAHLTESTS

ARBEITSBLATT

Jens Bernheiden

Rechenregeln fiir Kongruenzen

a=b (mod m) = aund b lassen bei Division durch m den gleichen Rest = m | (a—b)

Firallea, b, c,d, r, a;, by 0 Z; mON\{1}

ilt:

Erlduterung in Kurzform und

Nr. Rechenregel Beispiele Beweisskizze
1. |a=a(mod m) 6 =6 (mod 5) Jede Zahl ist zu sich selbst kongruent: m|(a — a)
_ _ 6 =11 (mod 5) aund b lassen bei Division durch m den gleichen
2. |a=b(modm) T b=a(modm) | o cnods)  |Restma=b)0 .0 mib—a)0 ..
_ Wenn a und b den gleichen Rest lassen und
a=b (mod m) und b = ¢ (mod m) 13 _ 27 (mod 7) und b und c den gleichen Rest lassen, dann lassen
3. - 27 =41 (mod 7) . i
0 a=c (mod m) 0 13241 47 auch a und ¢ den gleichen Rest: m|(a — b) und
=4l(mod7) | )0 ma—b+b-c)0 ..
Addition/Subtraktion 48 f 27 (mod 7) und Kd%qgruenzen iumhg.lelchendM(.)dul konnen
4. |a=b (mod m)und ¢ = d (mod m) 18 =25 (mod 7) addiert und subtrahiert werden:
) D atc=bd(modm) 0 66=52(mod7) |m|(a—b)undm|(c-d)0 mja-b)=*(c—d)
T 030=2(mod7) |0 ..
=} d 31 =67 (mod 9) Wenn a und b bei Division durch m den gleichen
5. E_ +(m(; bnl) d 0 33=69 (mod9) |Restlassen, dannaucha+cundb *c:
atc=bc(modm) O 20=56 (mod9) |siche 4. mita=b (mod m)und ¢ =c (mod m)
Kongruenzen zum gleichen Modul kdnnen
Multiplikation 15 =39 (mod 6) und | multipliziert werden:
6. |a=b(mod m)undc=d(modm) |4 =16 (mod 6) m|(a — b) und mj(c — d)
0 ald = bld (mod m) O 60 =624 (mod 6) |0 m|(a—b) L& und m|(c —d) b
O m(a-b)lt+(c-d)bO ..
a=b (mod m) 6 =30 (mod 12) Wenn a und b bei Division durch m'den gleichen
7. 0 at=bl d 0 24 = 120 i Rest lassen, dann auch a[£ und b [¢:
ae= (mod m) B (mod 12) sieche 6. mita =b (mod m) und ...
Potenzieren —
a=b (mod m) 0 a’=b’ (mod m) 3= 7_(mod 4) Kongruenzen kénnen potenziert werden:
8. o 0 9 =49 (mod 4) . .
allgemein: n[IN 0 27 =343 g4 siche 6. mit a =b (mod m) und ...
a=b (mod m) [0 a"=b" (mod m) B (mod 4)
ggT(3, 8)=1und
6 =54 (mod 8) Kongruenzen kénnen durch eine ganze Zahl d
0 2 =18 (mod 8) geteilt werden, wenn d und der Modul teilerfremd
sind (a und b miissen durch d teilbar sein):
. Falls ggT(d, m) # 1: | d ist Teiler vonaund vonb: a =a,d ; b =b,d
Division _
ggT(4, 8) =4 und =b dm [ b
geT(d, m)=1unda=b (mod m) |75 =g (mod 8) a=b (modm) ] mi(a-b)
9. - -
0 £=£( d'm) aber 3 # 7 (mod 8) . m|(a1d bld)D m|(a1 bl)d
d g eem geT(m, d) =1 0 m teilt nicht d
Division kann aber O m]| (al —bl) O a; =b; (mod m)
auch funktionieren: a b
ggT(3,6) =3 und 0 —=— (mod m)
24 =6 (mod 6) d d
doch 8 =2 (mod 6)
Ubergang zu den Resten 80 =20 (mod 6) i:;l(iirzﬁzc;ng;% tg:lltﬁllj:;ge?:imn kann man
10. [a=ml¢t +r (mod m) 80 =603 + 2 (mod 6)

[0 a=r(mod m)

0 80 =2 (mod 6)

a=mlt+r(modm)d a—r=mlt (modm)
mmle O m|(a—r) 0 a=r (mod m)
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Firallea, b, c,d, r, a;, by [0 Z; mUIN\{1} gilt:

Nr.

Rechenregel

Beispiele

Erlauterung in Kurzform und

Beweisskizze
1. |a=a (mod m) 6= 6 (mod 5) Jede Zahl ist zu sich selbst kongruent:
m|(a—a)
) [ambmodm loe i sy - (3undbiase b Duisin
U b =a(mod m) U 1l=6(modS) | " py0 .0 mb-a) 0 ..
Wenn a und b den gleichen Rest
_ 13 =27 (mod 7) lassen und b und c den gleichen Rest
a=b (mod m) und _
_ 27 =41 (mod 7) lassen, dann lassen auch a und ¢ den
3 E= c_(mod n(li) 0 gleichen Rest:
a=c(mod m) 13=41 (mod7) | m|(a—b)und m|(b—c)
O ma-b+b-c)0 ..
_ Kongruenzen zum gleichen Modul
Addition/Subtraktion 43 _ 27 (mod 7) konnen addiert und subtrahiert
_ 18 =25 (mod 7) i
4 |25 b (mod m) und - werden:
" e =d (mod m) m|(a — b) und m|(c — d)
_ 66 =52 (mod 7)
+tc=bz O mi(a—b)x(c—d
0 atc=bzxd(modm) 30 =2 (mod 7) - I( ) ( )
31267 (mod 9) Wenn qund b bei Division durch m
den gleichen Rest lassen, dann auch
5. a=b (mod m) - atcundbzc:
O azxc=b*c(modm) ;3 f 69 (mog 9) siche 4. mit
0= 56 (mod 9) a=Db (mod m) und ¢ = ¢ (mod m)
Multiplikation B Kf)ngruenzer} zum gleichen Modul
a =b (mod m) und 15 =39 (mod 6) konnen multipliziert werden:
6. |c=d (mod m) 4 =16 (mod 6) m|(a —b) und m|(c - d)
[ N [J m|(a—b)x und m|(c —d)b
60 =624 (mod 6 0 mj(a—b)c + (c—d)b
Wenn a und b bei Division durch m
=) d 6 =30 (mod 12) den gleichen Rest lassen, dann auch
7.|2% (mod m) O arcund bre:

0 ac =bc (mod m)

24 =120 (mod 12)

siche 6. mit
a=b (mod m) und ...
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Nr. Rechenregel Beispiele Erlauterung 11.1 Kl}rzform und
Beweisskizze
Potenzieren
a=b (mod m) _ N )
O a?=b? (mod m) 3=7(mod 4) Kongru'enzen konnen potenziert
8 [] werden:
) alloemein: nON 9 =49 (mod 4) siehe 6. mit
_g—a = b (mod m) 27 =343 (mod 4) |a=b (mod m) und ...
O a"=b" (mod m)
_ Kongruenzen kénnen durch eine
gg_T(3, =1 ganze Zahl d geteilt werden, wenn d
6=35 f (mod 8) |14 der Modul teilerfremd sind
0 2=18(mod 8) | (3 und b miissen durch d teilbar sein):
Falls d ist ein Teiler von a und von b:
Division gg?((:li, ;)1):#41' a=ad;b=bd
ggT(da m) =1 und 12 = 2,8 (mod 8) asbh (mod m)
9. |25D (molt)i m) aber 0 mj(a—b) O m| (ald —bld)
a _ 3 #7 (mod 8) _
0 = (mod m) u m|(a1 bl)d
d d o
ivision kann o
funktionieren: ggT(m,d)=1 01 m teilt nicht d
goT(3,6) =3 0 m|(a, ~b,)
24 =6 (mod 6) [0 a; =b; (mod m)
doch a _b
8 =2 (mod 6) E=E (mod m)
Bei der Rechnung mit Kongruenzen
kann man immer zu den Resten
Ubergang zu den Resten |80 =20 (mod 6) | libergehen:
10.|a =mrc + r (mod m) 80 =68 + 2 (mods) |@ =mCT +r (mod m)

0 a =r (mod m)

[1 80 =2 (mod 6)

[J a—r=mlt (mod m)
mimre [ m|(a—r)
[J a =r (mod m)




