PRIMZAHLTESTS

ARBEITSBLATT

Jens Bernheiden

Zahlentheorie: Grundlagen
a, b U Z. Eine Zahl a heifit Teiler von einer Zahl b, wenn eine Zahl mUZ existiert, so dass gilt: b=mla.

Schreibweise: alb

Beispiele: 721, da 21 =37 ; 12160, da —60 = =512 ; -6]24, da 24 = —4[{-6)

Teilbarkeitseigenschaften Fiirallea, b, ¢, d, m, n 0 Z gilt:

Nr. Eigenschaft Beispiele Erlduterung und Beweisskizze

1. |aja 6/6; -12]-12 Jede Zahl teilt sich selbst, da gilt: a =1[d&

2. | al0 14/0; -7]0 Jede Zahl teilt die Null, da gilt: 0 =0 [&

3. 1a 115; 1}-3 Eins teilt jede Zahl, da gilt: @ = a [I

Wenn a die Zahl b teilt und b gleichzeitig a teilt, dann
6/6und 6|6 1 6 =6 | miissen die Betrige von a und b gleich sein:
4. |ajpbundblad a=1b 6|-6 und -6|6 b=mdud a=nb O a:(nw)m
0 6=-(-6)

O n=10 (n=1 Om=1) 0 (n=-1 Om=-1) 0 a=4b

abund bjc O alc

319 und 9]27 O 3127
390 3|18;327; 336
0 319; 3]-18; 3]-27

Wenn a ein Teiler von b ist, dann teilt a auch jede Zahl, die
bteil:t b=m & und c=nb 0 c¢=(nln)d O ac

abund alc O a|(b +¢)

4/8 und 4]20
0 428; 412

Wenn a sowohl b als auch c teilt, so teilt a auch die Summe
und die Differenz von b und c:

b=mldund c=nld O brxc=(mzn)ld
0 al(b +c)

abundcldO alé|bld

5/10 und 3/9 O 15/90
319 und 2|6 O -6/54

Das Produkt der Teiler zweier Zahlen b und d teilt das
Produkt der zwei Zahlen b und d:

b=mhudd=nl O b =(m@)&@
0 ale|bd

ab0 a|bld

7114 O 728
0 7-56

Ist a ein Teiler von b, so teilt a auch jedes Vielfache von b:
Regel 7 mit ajb und 1|c

Jede natiirliche Zahl, die groBer 1 ist und die nur durch 1 und sich selbst teilbar ist, heil3t Primzahl.
Folgerung: Eine Primzahl p lasst sich nicht als Produkt p = p, [p, mit 1<p, und 1<p, (p;,po0IN) schreiben.

Eine natiirliche Zahl, die grofer als 1 ist und auBer 1 und sich selbst noch mindestens einen weiteren positiven
Teiler besitzt, heillt zusammengesetzte Zahl.

Folgerung: Eine zusammengesetzte Zahl n ldsst sich als Produkt n = n, Dbz mit 1<n; und 1<n, (n;,n,[IN)

schreiben.

Eine Zahl, die Teiler mehrerer Zahlen ist, heillt gemeinsamer Teiler dieser Zahlen.

Beispiel:

gemeinsame Teiler von 28 und 42: 1,2,7, 14

Der grofite gemeinsame Teiler gegebener Zahlen ist die grof3te Zahl, die alle diese Zahlen teilt.
Beispiel: ggT(28,42) =14

Schreibweise: ggT(a, b, c, ...)

Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heilen zueinander teilerfremd.

Beispiel:

21 und 40 sind teilerfremd Achtung: 1 ist Teiler jeder Zahl, aber 1 ist zu jeder Zahl teilerfremd

Folgerung: Zwei natiirliche Zahlen a und b sind teilerfremd < ggT(a, b) = 1.
Zwei natiirliche Zahlen m und n sind nicht teilerfremd < ggT(m, n) > 1.
p Primzahl, alIN: ggT(a, p) =1 < aund p teilerfremd < a kein Vielfaches von p

Ein Teiler einer Zahl heif3t Primteiler der Zahl, wenn der Teiler eine Primzahl ist.

Beispiel:

2, 3 und 7 sind Primteiler von 42

Satz: Jede natiirliche Zahl n > 1 ist Primzahl oder l4sst sich eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen.

Beispiele:

28=2[217,42=2300

Folgerung: Jede natiirliche Zahl n > 1 besitzt mindestens einen Primteiler.
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Zahlentheorie: Grundlagen

a,blZ.

so dass gilt: b=mld.

Schreibweise: alb

Eine Zahl a heifit Teiler von einer Zahl b, wenn eine Zahl m[JZ existiert,

Beispiele: 7|21, da 21=300
12]-60, da -60=-502
-6|24, da  24=-41{-6)

Teilbarkeitseigenschaften rii aiic a, b, ¢, d, m, n 07 gilt:

Nr,  Eigenschaft Beispiele Erliduterung und Beweisskizze
1.|a|a 6/6; -12|-12 Jede Zahl teilt sich selbst, da gilt: @ =1Ld
2.1a|0 14/0; -7|0 Jede Zahl teilt die Null, da gilt: 0 =0Ld
3./1ja 1155 1]-3 Eins teilt jede Zahl, da gilt: @ =a [l
66 und 6|6 Wenn a die Zahl b teilt und b gleichzeitig a
06=6 teilt, dann miissen die Betrdge von a und b
4. Ellb ui“_il_ll))la gleich sein: b=mld und a =nlb
a=% 6-6und-6/6 |0 a=(nln)d O nn=1
0 6=-(-6) O (=1 Om=1)0 (n=-1 Om=-1) 0 a=4b
319 und 9127 Wenn a ein Teiler von b ist, dann teilt a
alb und blc L 3127 auch jede Zahl, die b teilt:
5'Da|c 3190 3)18; b=md und c =nb
3[27; 3136 O c=(nn)& O alc
3]-9; 3]-18; 3]-27
Wenn a sowohl b als auch c teilt, so teilt a
.| 2/b und ajc 4|8 und 4|20 auch die Summe und die Differenz von b
|0 al(bxc) 0 4)28;4/-12 |undc: b=m[d und ¢ =nld
O bxtc=(m=zn)ld O al(b*c)
5/10 und 3(9 Das Produkt der Teiler zweier Zahlen b und|
0 15190 d teilt das Produkt der zwei Zahlen b und d:
alb und ¢|d | b and d = n 3
"0 ale|bd T und 4=
O a 39und2l6 |0 b =(mh)&l&
O -6|54 0 ale|bld
7|14 Ist a ein Teiler von b, so teilt a auch jedes
8. b ¢ i :
abl a | 0 728: 7]-56 Vielfache von b

Regel 7 mit ajb und 1|c
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Jede natiirliche Zahl, die groBer 1 ist und die nur durch 1 und sich selbst teilbar
ist, heil3t Primzahl.

Folgerung: Eine Primzahl p ldsst sich nicht als Produkt p = p, Lp, mit
1<p; und 1<p, (p1,p2LIN) schreiben.

Eine natiirliche Zahl, die groBer als 1 ist und auBer 1 und sich selbst noch
mindestens einen weiteren positiven Teiler besitzt, heillt zusammengesetzte Zahl.

Folgerung: Eine zusammengesetzte Zahl n ldsst sich als Produkt # = 7, le
mit 1<n; und 1<n, (n;,n,[IN) schreiben.

Eine Zahl, die Teiler mehrerer Zahlen ist, hei3t gemeinsamer Teiler dieser Zahlen.
Beispiel:  gemeinsame Teiler von 28 und 42: 1,2,7, 14
Der grofite gemeinsame Teiler gegebener Zahlen ist die grofite Zahl, die alle
diese Zahlen teilt.
Schreibweise: ggT(a, b, c, ...) Beispiel: ggT(28,42)=14
Zahlen, die au3er 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heilen zueinander teilerfremd.
Beispiel: 21 und 40 sind teilerfremd
Achtung: 1 ist Teiler jeder Zahl, aber 1 ist zu jeder Zahl teilerfremd
Folgerung:
Zwei natiirliche Zahlen a und b sind teilerfremd < ggT(a, b) =1.

Zwei natiirliche Zahlen m und n sind nicht teilerfremd < ggT(m, n) > 1.
p Primzahl, alIN: ggT(a, p) =1 < aund p teilerfremd < a kein Vielfaches von p

Ein Teiler einer Zahl heil3t Primteiler der Zahl, wenn der Teiler eine Primzahl ist.
Beispiel: 2,3 und 7 sind Primteiler von 42

Satz: Jede natiirliche Zahl n > 1 ist Primzahl oder ldsst sich eindeutig
als Produkt von Primzahlen darstellen.

Beispiele: 28=2[207; 42=2030

Folgerung: Jede natiirliche Zahl n > 1 besitzt mindestens einen Primteiler.



